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摘　　　要：基于切比雪夫多项式展开，建立了转子系统临界转速和稳态响应区间分析方法，能在仅具有参

数上下界的情况下获得结果分布区间。针对临界转速区间分析问题，将支承刚度、密度和弹性模量视为区间

变量，建立转子系统固有频率的切比雪夫多项式表达式，最终获得临界转速区间，临界转速误差不超过

０．０７％。在固有特性分析基础上，应用切比雪夫方法求解转子系统的稳态响应，并由模态叠加原理对响应区

间进行修正，解决了固有特性不确定性较大时稳态响应求解精度不足的问题。与蒙特卡洛插值结果相比，响

应上界误差不超过８％。基于切比雪夫展开的非确定分析方法，不需修改原结构的振动微分方程。结果表明

该方法结合商业有限元软件后，应用简单，并具有理想的精度。
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　　由转子振动引起的整机振动问题在航空发动

机型号研制过程中日益突出［１］，因此，准确的转子

动力响应预测对航空发动机设计便显得非常重

要。精细的三维有限元方法能最大限度保留航空

发动机转静子系统的结构特征，已广泛应用于转

子动力特性预测［２］。然而，系统中的非确定因素

大幅增加了系统动力特性预测的困难，并促进了

概率有限元方法的发展。

以转子系统中的连接为例，其力学特征一般

是几何构型、材料属性、接触界面状态和载荷等参

数的函数［３］。目前已有的针对某些特定连接几何

形式的实验数据已反映出连接力学特征的巨大差

异，即相同构型的连接，其力学特征也具有较强的

非确定性［４］。支承的刚度和阻尼通常也会随环境

温度和载荷的变化发生非确定性变化，连接界面

的磨损和转子的堆叠及安装方式也会使系统的不

平衡量成为非确定参数［５］。一般的概率方法均需

要大量实验以获得非确定参数的名义值及统计规

律。因此，仅需参数上下界的区间方法成为转子

动力特性非确定预测的理想选择［６］。

２００４年 Ｍｏｅｎｓ和 Ｖａｎｄｅ
［７］将区间方法成功

应用于非确定结构的频率响应分析。Ｗａｎｇ和

Ｑｉｕ
［８９］基于泰勒展开提出了参数摄动法以分析结

构的固有频率，在此基础上Ｃｈｅｎ等
［１０］应用２阶

泰勒展开方法，Ｆｕｊｉｔａ等
［１１］应用更新２阶泰勒展

开方法提升了区间解的精度。在转子动力学区间

分析上，王军等［１２］亦采用摄动法获得了转子临界

转速区间并对实际转子结构进行了分析，郝勇

等［１３］则开展了实验验证。陈萌［６］，Ｍａ等
［１４］则系

统提出了转子系统的区间分析方法，对临界转速、

转子稳态和瞬态响应特征进行求解。

但上述方法在抑制由区间运算导致的计算结

果的扩张上并不理想。因此，类似于泰勒展开方

法，Ｑｉ等
［１５］提出了基于切比雪夫多项式的区间

分析方法（后文简称切比雪夫方法），该方法被成

功应用于风机齿轮传动系统的扭振分析［１６］和悬

臂转子瞬态起动过程的动力特性分析［１７］。Ｗｅｉ

等［１８］将其应用于参数激励系统的非确定分析，

Ｗｕ等
［１９］则将切比雪夫包含函数引入到非线性系

统动力响应预测以及多体动力学分析当中，扩展

了切比雪夫方法的应用范围。

从以上文献结果来看，基于切比雪夫方法具

有相对于泰勒展开法更高的准确度。但基于切比

雪夫多项式的转子系统固有特性分析方法尚未建

立，且由切比雪夫方法得到稳态响应区间解精度

仍不能令人满意。因此，本文将借鉴文献［６］思

路，应用模态叠加法对切比雪夫方法进行修正。

此外，文献方法均是对具有较少自由度力学模型

的分析，未能实现与商用有限元软件的高效组集。

为拓展切比雪夫方法的通用性，本文将其与商业

有限元软件结合，并通过实例进行说明。

１　临界转速的区间分析方法

１１　无阻尼转子系统特征值区间表示

具有狀个自由度的转子系统的自由振动方

程为

犕̈狕＋（犆＋犌）狕＋犓狕＝０ （１）

其中犕＝［犿犻犼］为质量矩阵，犆＝［犮犻犼］为阻尼矩阵，

犌＝［犵犻犼］为陀螺矩阵，是转速Ω的函数，犓＝［犽犻犼］

为刚度矩阵，狕为位移列向量。具有非确定参数

的转子系统特征值分析等价于在式（１）添加约束

犿犻犼 ≤犿犻犼 ≤犿犻犼，　犮犻犼 ≤犮犻犼 ≤犮犻犼，

犵犻犼 ≤犵犻犼 ≤犵犻犼，　犽犻犼 ≤犽犻犼 ≤犽犻犼
（２）

式中上、下划线分别表示参数的上、下界。质量、

阻尼、陀螺效应、刚度的非确定性使得各矩阵中部

分元素成为区间变量。

若忽略阻尼矩阵犆，则式（１）可通过状态变换

重写为广义复特征值问题

犇ψ ＝λψ （３）

其中λ为复特征值，ψ为右特征向量。

犇＝
－犕

－１犌 －犕
－１犓

犐
［ ］

０
（４）

式中犐为单位矩阵，由于矩阵 犕、犌和犓 包含区

间变量，矩阵犇亦成为区间矩阵犇ｉｎｔ。上标ｉｎｔ为

区间变量指标符，表示该矩阵为区间矩阵。

犇∈犇
ｉｎｔ
＝ ［犇，珚犇］ （５）

　　式（３）成为区间方程

犇ｉｎｔψ
ｉｎｔ
＝λ

ｉｎｔ
ψ
ｉｎｔ （６）

　　直接求解该区间方程即可得到特征值的区间

解，摄动法在假设模态振型为确定性结果的前提

下求解该方程，对于大型有限元模型需提取矩阵

后进行处理，效率较低。本文将以切比雪夫方法

求解该方程，避免上述缺陷。

８５７
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１２　切比雪夫方法

将式（２）所示区间参数表示为狓ｉｎｔ

狓ｉｎｔ犻 ＝ 狓犻，珚狓［ ］犻 ＝ ［狓
ｃ
犻－β犻狓

ｃ
犻，狓

ｃ
犻＋β犻狓

ｃ
犻］（７）

上标ｉｎｔ为区间变量指示符，下标犻为非确定参数

的序号。狓ｃ犻 表示区间参数的中值，而β犻代表非确

定系数，被用于表征参数的非确定程度，其值越

大，说明参数的非确定程度越强。区间参数使得

系统的各矩阵成为区间矩阵。切比雪夫方法并不

直接针对区间矩阵进行求解，而是通过在积分点

上求解式（３）的一系列确定解，进而组合形成包含

函数，扩展得到区间解。用该法求解特征值的具

体思路如下：

非确定参数个数为狆，则数值积分点数为犿

时，各积分点可通过式（８）、式（９）计算

θ犼犻 ＝
２犼犻－１

犿
·π
２

（８）

狓犻，犼犻 ＝
珚狓犻＋狓犻

２
＋
珚狓犻－狓犻

２
ｃｏｓθ犼犻 （９）

式中犻＝１，２，…，狆，犼犻＝１，２，…，犿。角标犻，犼犻 表

示第犻个非确定参数的第犼犻个积分点。各非确定

参数取积分点处的确定值时，特征值λ可通过式

（１０）进行计算。

犇（Ω，狓１，犼１，…，狓狆，犼狆）ψ＝λ（Ω，狓１，犼１，…，狓狆，犼狆）ψ

（１０）

式中Ω为转速圆频率。由上述各积分点组合分

别对应的特征值，得到高斯切比雪夫数值积分中

各项系数。

犳Ω，犾１，…，犾狆 ≈

２（ ）犿
狆

∑
犿

犼１＝１

…∑
犿

犼狆＝１

λ（Ω，狓１，犼１，…，狓狆，犼狆）∏
狆

犽＝１

ｃｏｓ犾犽θ犼犽

（１１）

式中下标犾１，…，犾狆 为数值积分中，系数项编号，是

大于等于０且小于等于多项式阶数狀的整数。则

特征值λ可近似表示为

λ（Ω，狓１，…，狓狆）≈

∑
狀

犾
１＝０

…∑
狀

犾
狆
＝０
（ ）１２

狇

犳Ω，犾１，…，犾狆∏
狆

犽＝１

ｃｏｓ犾犽θ犽 （１２）

式中狇表示狆 个下标犾１，…，犾狆 中等于０的总数，

而θ１，…，θ狆∈［０，π］。最终得到特征值包含函数

λ（Ω，狓
ｉｎｔ
１ ，…，狓

ｉｎｔ
狆 ）≈

∑
狀

犾
１＝０

…∑
狀

犾
狆
＝０
（ ）１２

狇

犳Ω，犾１，…，犾狆∏
狆

犽＝１

ｃｏｓ犾犽θ
ｉｎｔ
犽 （１３）

　　由式（１３）即可获得特征值的上下界，参数犿

的值通常不小于狀＋１。

本节的计算均是通过 Ｍａｔｌａｂ２０１２调用有限

元软件Ａｎｓｙｓ１３．０进行，计算得到不同参数组合

下的特征值，再按上述流程对得到的特征值进行

处理，最终获得区间结果，因此方法具有较好的通

用性。

１３　算例验证

图１所示为用于数值计算的算例。模型中包

括７个节点，１个质量单元和８个弹簧单元。需

要说明的是本文的全部计算，均是轴长度犔＝

０．７５ｍ，轴直径犚＝０．０６ｍ，各段长度犔１＝０．１ｍ，

犔２＝犔３＝０．１５ｍ。盘质量犿＝２０ｋｇ，极转动惯量

犐ｐ＝０．１４４ｋｇ·ｍ
２。

图１　转子系统模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｏｆｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

分析单一非确定参数，即支承刚度 犓２，密

度ρ，弹性模量犈分别为区间变量时的临界转

速区间。支承刚度区间犓ｉｎｔ２ ＝［犓
ｃ
２－β犓

ｃ
２，犓

ｃ
２＋

β犓
ｃ
２］，密度区间ρ

ｉｎｔ＝［ρ
ｃ－βρ

ｃ，ρ
ｃ＋βρ

ｃ］，弹性模

量区间犈ｉｎｔ＝［犈ｃ－β犈
ｃ，犈ｃ＋β犈

ｃ］，各参数名义

中值设置为犓ｃ２＝４．０×１０
６Ｎ／ｍ，ρ

ｃ＝７．８×１０３

ｋｇ／ｍ
３，犈ｃ＝２００ＧＰａ。非确 定系数β分 别取

０．０５和０．１５。

对于实际工程结构来说，其密度不确定性很

低；而支承结构由于连接中各参数的不确定性、游

隙等因素，其刚度不确定性相对较高；弹性模量的

区间变化在实际转子中可用以模化连接结构刚度

的不确定性［４５］。例如，对实际结构，可进行一定

的仿真分析或实验，以确定不同装配参数，不同载

荷条件下连接的刚度范围，进而确定不确定系数

β的范围。本例中弹性模量依据文献［４５］估取，

而密度和支承刚度非确定系数直接取为与弹性模

量非确定系数相同，仅用以说明方法的有效性。

图２为转子系统的前两阶模态振型。图３的

坎贝尔图给出了以弹性模量犈为区间变量时，通

过切比雪夫方法计算得到的不同振型特征值随转

速的变化曲线。临界转速值为曲线与等转速线的

交点。以支承刚度犓２ 和密度ρ为区间参数时的

临界转速区间求解方法相同，最终得到非确定系

９５７
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数分别为０．０５和０．１５的结果，摄动法和切比雪

夫方法的结果用相对于组合法结果的变化量百分

比分别用Δｐ和ΔＣ 表示。列于表１和表２，表中狀

为切比雪夫多项式阶数，犿 为数值积分点数。需

要说明的是，对于线性系统，单个参数如弹性模

量、支承刚度等，对临界转速的影响通常是单调

的，这意味组合法，即将各参数分别取上下界进行

计算可以获得准确的固有频率区间解。因此，本

文以组合法计算得到的结果作为基准，对临界转

速的切比雪夫方法进行评价。文献［６］中所采用

的区间摄动法也一同进行比较。

图２　转子振型

Ｆｉｇ．２　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｓｈａｐｅｓｏｆｔｈｅｒｏｔｏｒ

图３　弹性模量非确定系数为０．１５时的临界转速

Ｆｉｇ．３　Ｃｒｉｔｉｃａｌｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｓｗｈｅｎｕｎｃｅｒｔａｉｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｕｌｕｓｉｓ０．１５

表１　准确度对比（β＝００５）

犜犪犫犾犲１　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犪犮犮狌狉犪犮狔（β＝００５）

非确定参数
组合法计算的

固有频率／Ｈｚ
Δｐ／％

ΔＣ／％

狀＝２，犿＝３ 狀＝３，犿＝５

犈

１阶上界 １００．０８ ０ ０ ０

１阶下界 ９９．８５ ０ ０ ０

２阶上界 ２６２．６１ ０．０７ ０．０３ ０．０３

２阶下界 ２５３．５７ ０．０７ ０ ０

ρ

１阶上界 １０１．９７ －０．０２ ０ ０

１阶下界 ９８．０９ －０．０２ －０．０６ －０．０７

２阶上界 ２６１．６３ －０．０３ ０ ０

２阶下界 ２５４．９７ －０．０２ －０．０４ －０．０４

犓２

１阶上界 １０２．２８ ０．０９ ０．０４ ０．０４

１阶下界 ９７．５８ ０．０９ ０．０１ ０．０１

２阶上界 ２５８．５５ ０ ０ ０

２阶下界 ２５７．８３ ０ ０ ０

０６７



　第４期 王　存：基于切比雪夫多项式展开的转子动力特性区间分析

表２　准确度对比（β＝０１５）

犜犪犫犾犲２　犆狅犿狆犪狉犻狊狅狀狅犳犪犮犮狌狉犪犮狔（β＝０１５）

非确定参数
组合法计算的

固有频率／Ｈｚ
Δｐ／％

ΔＣ／％

狀＝２，犿＝３ 狀＝３，犿＝５

犈

１阶上界 １００．２６ ０．０５ ０．０５ ０．０５

１阶下界 ９９．５６ ０．０７ ０ ０．０１

２阶上界 ２７０．８８ ０．７１ ０．３３ ０．３３

２阶下界 ２４３．６４ ０．５６ ０．０１ ０

ρ

１阶上界 １０６．３３ －０．１５ ０ ０

１阶下界 ９４．５９ －０．１４ －０．５０ －０．５０

２阶上界 ２６９．２９ －０．２８ －０．０２ ０

２阶下界 ２４９．０８ －０．２０ －０．３９ －０．４１

犓２

１阶上界 １０６．７０ ０．９５ ０．３１ ０．３１

１阶下界 ９２．５９ ０．６９ ０ ０．０１

２阶上界 ２５９．２９ ０ ０ ０

２阶下界 ２５７．１４ －０．０２ －０．０１ －０．０２

　　可以看出，弹性模量对该系统的１阶临界转

速影响较小，对其２阶临界转速则有较大影响；支

承刚度对系统临界转速的影响趋势则与之相反，

而密度则对两阶临界转速值均有较大影响。当非

确定性增强时，摄动法和切比雪夫方法与组合法

的偏差均增大；而除了以密度ρ为非确定量时临

界转速下界偏差较大外，切比雪夫方法在其他所

有情况下均具有比摄动法更高的精度，且其阶数

和积分点数对结果几乎没有影响。因此，应用切

比雪夫方法进行临界转速分析时，选取较低的阶

数和积分点数可以满足求解的精度要求。这一结

论对于提高计算效率很有意义，对于狆个非确定

参数，犿个积分点的情况，需调用有限元程序狆
犿

次，调用次数与积分点数成幂指数关系。因此，当

不确定参数数量增多后，选用较少积分点将有效

节约计算时间。摄动法理上仅需求解两次特征

值，但由提取的整体矩阵生成摄动矩阵的过程无

法直接在有限元软件中进行，计算前准备工作较

多。这是切比雪夫方法在非确定参数较少时，能

够获得较高计算效率的原因。

２　稳态响应的区间分析方法

本节基于与文中第１节相同的逻辑建立转子

稳态响应的区间分析方法。

２１　切比雪夫方法

转子系统强迫振动的微分方程为

犕̈狕＋（犆＋犌）狕＋犓狕＝狆（狋） （１４）

其中各矩阵定义与前述一致，狆（狋）为载荷列向量。

不平衡将产生同步激振力，其圆频率为Ω＝２π犳。

结构中所有节点将按相同频率振动，但阻尼的作

用使得各节点的相位不同，因此，响应向量和激励

力向量应重写为

狕＝犣ｅ
ｉΩ狋

狆＝犘ｅ
ｉΩ狋 （１５）

其中正体ｉ为虚数符号。

将式（１５）代入式（１４）可得响应犣

犣＝ ［犓－Ω
２犕＋ｉΩ（犆＋犌）］－

１犘＝犎（Ω）－
１犘

（１６）

　　响应的切比雪夫包含函数构造方式与文中第

１节类似，各转速频率下的区间解亦由参数取积

分点数值计算获得的确定解组成。各区间参数的

定义，以及积分点定义与式（７）、式（８）和式（９）相

同，各积分点响应为

犣（Ω，狓１，犼１，…，狓狆，犼狆）＝犎（Ω，狓１，犼１，…，狓狆，犼狆）
－１犘

（１７）

　　切比雪夫系数为

犳Ω，犾１，…，犾狆 ≈

２（ ）犿
狆

∑
犿

犼１＝１

…∑
犿

犼狆＝１

犣（Ω，狓１，犼１，…，狓狆，犼狆）∏
狆

犽＝１

ｃｏｓ犾犽θ犼犽

（１８）

　　响应犣可由下式估算：

１６７
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犣（Ω，狓１，…，狓狆）≈

∑
狀

犾
１＝０

…∑
狀

犾
狆
＝０
（ ）１２

狇

犳Ω，犾１，…，犾狆∏
狆

犽＝１

ｃｏｓ犾犽θ犽 （１９）

　　响应的包含函数表示为

犣（Ω，狓
ｉｎｔ
１ ，…，狓

ｉｎｔ
狆 ）≈

∑
狀

犾
１＝０

…∑
狀

犾
狆
＝０
（ ）１２

狇

犳Ω，犾１，…，犾狆∏
狆

犽＝１

ｃｏｓ犾犽θ
ｉｎｔ
犽 （２０）

　　其第１项为常数

犣０ ≈ （ ）１２
狆

犳Ω，０，０，…，０ ≈

１（ ）犿
狆

∑
犿

犾
１＝１

…∑
犿

犾
狆
＝１

犣（Ω，狓１，犼１，…，狓狆，犼狆） （２１）

　　本节的计算，亦通过 Ｍａｔｌａｂ调用商业有限元

软件Ａｎｓｙｓ进行。计算得到不同参数组合下，各

频率下系统响应的确定值，再由 Ｍａｔｌａｂ进行后处

理得到区间结果。

２２　算例验证

仍以图１所示的转子系统为例进行分析。金

属的损耗因子一般为０．００１～０．０１
［２０］，因此在分

析中设置系统的常结构阻尼系数γ为０．０１，阻尼

矩阵犆＝２γ犓／Ω，非确定系数β设置为０．０５。根

据表１中的临界转速区间分析结果，将稳态响应

频率的计算范围设定为９５～１０５Ｈｚ和２４７～２６７

Ｈｚ，步长设置为０．２Ｈｚ。图４为盘心位置１阶和

２阶临界转速的响应结果，作为对比，蒙特卡洛算

法的计算结果一并在图中给出。

从图４中可以看出，如果参数对临界转速的

影响很小，则响应区间的估计较为准确（图４（ａ））；

一旦参数对临界转速的影响较大，响应的上下界

与真实区间将具有较大差异（图４（ｂ））。类似的，

当密度和支承刚度为区间参数时，上界的估计偏

差很大，因此，此处没有给出其对应结果。

根据式（９），当犿＝３，即积分点数量为３时，

弹性模量犈 在各积分点的数值分别为２０５、２００

图４　不同转速下盘处振幅（弹性模量，β＝０．０５）

Ｆｉｇ．４　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｄｉｓｋａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｓ（犈ｗｉｔｈβ＝０．０５）

ＧＰａ和１９５ＧＰａ，相应的响应计算结果如图５

所示。

图５　不同转速下盘处振幅

（弹性模量，β＝０．０５，犿＝３）

Ｆｉｇ．５　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｄｉｓｋａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｓ（犈ｗｉｔｈβ＝０．０５，犿＝３）

根据式（２０），不同转速下的区间结果实际

上是犈取不同确定值时响应结果的线性组合。

以图４中２５６Ｈｚ处的响应为例，该点的响应上

界由图５中同样频率处３条曲线的取值线性组

合而成，由于３条曲线在２５６Ｈｚ处的响应幅值

均较小，因此其线性组合也很小，远离真实上

界。增加积分点个数，理论上可以增加用于线

性组合的曲线数量，从而提高结果准确度。因

此，将积分点数犿 和多项式阶数狀分别设置为

１０和８进行计算，得到的结果如图６所示。可

见，增加阶数和积分点个数对１阶临界转速附

近响应的影响较小，同时，能一定程度上提高２

阶临界转速范围内的响应上界准确度精度；但

计算值与真实值间仍存在较大差异，需要对算

法进行相应修正。

２６７
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图６　不同转速下盘处振幅

（弹性模量，β＝０．０５，犿＝１０，狀＝８）

Ｆｉｇ．６　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｄｉｓｋａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｓ（犈ｗｉｔｈβ＝０．０５，犿＝１０，狀＝８）

２３　区间修正方法

振动幅值直接影响旋转机械的安全运转，因

此需特别关注响应的区间，尤其是响应上界。本

节将给出基于模态叠加的响应上界修正方法，以

克服切比雪夫算法的缺陷。

阻尼转子系统考虑前犽阶模态时的稳态响应

可表示为

狕（狋）＝∑
犽

犻＝１

－λ犻犻′犻
Ｔ

犫犻ｉΩ－犪犻＋狉犻
犘ｅｉΩ狋 （２２）

其中λ犻＝犪犻／犫犻，犪犻 为纯虚数，犫犻 为实数。一旦

λ犻＝ｉΩ，系统将按第犻阶模态振动。在其他模态频

率均远离第犻阶模态频率时，λ犻＝ｉΩ 时的响应可

简化为

狕（狋）≈
－ｉΩ犻′犻

Ｔ

狉犻
犘ｅｉΩ狋 （２３）

　　假设区间参数对系统模态振型的影响可以忽

略，即特征向量犻与参数取名义值时的特征向量

一致。若犕、犓和犌 为区间矩阵，则犪犻、犫犻和λ犻为

区间数，其中λ犻的上下界已经在文中第２．２节中

获得。当ｉΩ∈λ
ｉｎｔ
犻 时，响应上界可通过式（２３）求得，

其中狉犻为模态阻尼。可见，在上述假设下，峰值响

应与临界转速成正比。该上界亦可通过有限元软

件求得，参数取区间中值，在有限元软件中采用模

态叠加法（仅选取第犻阶模态）进行谐响应分析，获

得响应峰值，而后依据临界转速区间进行缩放。

响应下界也可通过临界转速区间解进行修

正。对于具有单一非确定系数的系统，若参数取

某一积分点数值计算得到的临界转速值最接近临

界转速区间边界，则用该积分点数值计算响应以

形成区间下界。对于具有多非确定参数的系统，

各参数组合中给出最接近临界转速区间界限的参

数组合将用以计算响应下界。而临界转速区间外

的响应仍可由修正前的算法获得。

图７～图８分别为弹性模量和支承刚度为非

确定参数，修正后的响应区间，与图４相比，上下

界均更为精确，图８（ａ）中其上界误差不超过８％。

图７　修正后不同转速下盘处振幅

（弹性模量，β＝０．０５）

Ｆｉｇ．７　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｄｉｓｋａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｓａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ（犈ｗｉｔｈβ＝０．０５）
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图８　修正后不同转速下盘处振幅

（支承刚度，β＝０．０５）

Ｆｉｇ．８　Ｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｔｈｅｄｉｓｋａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｏｔａｔｉｎｇｓｐｅｅｄｓａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ（犓２ｗｉｔｈβ＝０．０５）

由于假设振型不随非确定参数变化，且在临界转

速区间范围内仅计及最主要的模态，所以在部分

频率点上由修正算法得到的区间上界低于蒙特卡

洛算法的结果。因此，本文给出的修正方法仅能用

于不同阶临界转速数值相距较远的情况，对于一般

的航空发动机转子系统来说，这是适用的。

３　实体单元转子系统中的应用

为进一步说明方法的通用性，采用实体单元

Ｓｏｌｉｄ１８５建立转子模型，结构与材料参数和图１

相同。轮盘不再采用质量单元模拟，其尺寸根据

轴段材料参数和轮盘质量参数进行折算，有限元

模型如图９所示。前后支承弹簧单元刚度取值与

文中第２．３节相同。模型共包括１５１２８个单元和

１５９８３个节点。仅分析支承刚度区间变化的影

响，犓ｉｎｔ２ ＝［犓
ｃ
２－β犓

ｃ
２，犓

ｃ
２＋β犓

ｃ
２］，名义中值犓

ｃ
２ 仍

取为４．０×１０６Ｎ／ｍ。非确定系数β取０．０５。仍

通过 Ｍａｔｌａｂ调用Ａｎｓｙｓ进行计算，整个过程不涉

及有限元模型的矩阵提取和处理。图１０对比了本

方法与蒙特卡洛插值算法结果，结果表明本文方法

在实体有限元模型中的计算结果同样可靠。

需要说明的是，采用实体单元后，由于自由度

数量的增加，对每个积分点进行计算将导致计算

总时间大幅增加。可以从减缩有限元模型的角度

出发，采用部件模态综合法减缩系统中具有确定

参数的结构，缩小矩阵规模以提高计算效率。

图９　实体单元有限元模型

Ｆｉｇ．９　Ｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌｏｆｓｏｌｉｄｅｌｅｍｅｎｔ

图１０　由实体单元有限元模型计算得到的振幅区间

Ｆｉｇ．１０　Ｂｏｕｎｄｓｏｆｖｉｂｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ

ｂｙｓｏｌｉｄｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ

４　结　论

本文基于切比雪夫多项式建立了转子动力特

性的区间分析方法，包括临界转速即固有特性以
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及稳态响应特性的区间分析方法。两者的分析统

一在一个框架内进行，研究结论如下：

１）与摄动法相比，切比雪夫方法在临界转速

区间上界的求解上具有较高精度，临界转速误差

不超过０．０７％。

２）当非确定参数对临界转速特性区间有较

大影响时，高阶及多积分点的切比雪夫方法难以

得到较好的稳态响应区间解。算例表明，基于模

态叠加原理的修正方法能够获得相对准确的区间

上界。其计算结果与蒙特卡洛数值模拟结果吻

合，响应上界误差不超过８％。

综上，基于切比雪夫多项式的转子系统动力

特性区间分析方法可用于参数具有较强非确定性

的情况，能够直接利用商业有限元软件计算结果

进行处理，丰富了转子系统动力特性非确定预测

的手段。但实际转子系统的区间参数往往是非线

性参数，如支承可能具有硬弹簧特性，对此，应当进

一步开展对非线性转子系统区间分析方法的研究。
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